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EDITORIAL

La Comisión Directiva de la APFU entiende que corresponde realizar una
profunda reflexión, sobre la difícil situación que atraviesa la Educación en
nuestro país. Este contexto ha interferido negativamente con el desarrollo
del <<XIII Encuentro Internacional de Educación en Física y HVI En-
cuentro Nacional de Profesores de Física>>. Desde hace algunos años
no se ha contado con ningún tipo de apoyo para la realización de los
Encuentros, solo se ha otorgado el auspicio y la justificación de las
ínasistencias de acuerdo al Estatuto Docente por el Art. 70.8.

Es importante reconocer a los socÍos por sus apoftes, particípación en los
Encuentros y otras actividades desarrolladas por la APFU, preocupados
siempre por mejorar §u labor y el entorno de la comunidad educativa,
fortaleciendo el compromiso con la educación, compaftiendo en forma soli-
daria y honoraria su trabajo en talleres, artículos para la revista y otras
actividades. Todas estas actividades son financiadas casi exclusivamente
con el aporte mensual de los socios a la APFU y de la economía particular
de los asistentes.

Este año nos enfrentamos con una situación realmente preocupante e
indignante. El CETP ha negado la justificación de las ¡nasistencias. El CES y
CODICEN no han contestado hasta el momento (viernes 12 de agosto de
2016). Solo el CFE otorgó la justificación de las inasistencias por artículo
70.8 informando en tiempo y forma de su decisión. Las solicitudes corres-
pondientes se iniciaron en el mes de febrero de 2016 en todos los Conse-
jos. La Asociación de Profesores de Física, comenzó en diciembre de 2015
a organizar su XXVI Encuentro Nacional de Profesores, como hasta ahora
amparada en la resolución del Consejo Directivo Central, Resolución No 12
Acta No 65 de fecha 05/10/2004 en la que se establecieron los períodos en
que deben desarrollarse los cursos, jornadas, congresos o seminarios de
actualización, capacitación y perfeccionamiento técnico del cuerpo do-
cente. Al no tener respuesta se solicitó una entrevista, la cual no ha sido
otorgada hasta el momento.

Para la Asociación de Profesores de Física del Uruguay sigue vigente lo
relativo a planificación de actividades en los períodos de vacaciones de
febrero, julio y setiembre conforme a la resolución de fecha 28 de junio de
2OA7 d no haber recibido en tiempo y forma comunicación del Consejo
Directivo Central.

El CETP se ampara en la Resolución No B (Acta No 73) de fecha Ls/Ogl20ts
del Consejo Directivo Central, en la que se dispone a destinar las activida-
des extracurriculares los días sábados, con el fin de minimizar la afectación
del <<tiempo aula>> para los estudiantes. Dicha resolución, no fue comunica-
da a la Asociación en tiempo y forma para poder organizar el congreso
2016.
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ta APFU cons¡dera que el «XIII Encuentro Internacional de Educación
en Érsica y XXVI Encuentro Nacional de Profesores de Física>> no es
una actividad extracurricular más si no que es la única instancia de carác-
ter nacional e internacional sobre la enseñanza de la física que se realiza
en nuestro país y es organizada exclusivamente por la Asociación de Profe-
sores de Física del Uruguay.

Es diffcil comprender la actitud adoptada por la mayoría de las autoridades
de la enseñanza frente a la realización de un evento que aporta a la
profesionalización DOCENTE. Existe un discurso de cómo mejorar la labor
docente, sin embargo ponen trabas a que estas se lleven a cabo. Los
últimos años la Asociación ha sido un referente en la enseñanza de la
Física, sus 4 Documentos elaborados en Jornadas en las cuales participa-
ron sus socios y la Revista de APFU son material de consulta para estu-
diantes y docentes.

Por todo lo expresado, queremos hacer énfasis en el total desacuerdo por
los hechos ocurridos y reafirmar nuestra discrepancia con la posición toma-
da por las autoridades de CETP, CES y CODICEN.

Comisión Directiva
Asociación de Profesores de Física

Integración de los Consejos'

CONSEJO DE FORMACIÓTT¡ Cru EDUCACIÓN

Directora: Mag. Ana Lopater

Consejeros: Mag. María Dibarboure
Mtro. Luis Garibaldi
Prof, Edison Torres Camacho

CONSE¡O DIRECNVO CENTRAL

Presidente¡ Prof. Wilson Netto Mafturet

Consejeros: Mag. María Margarita Luaces
Prof. Laura Motta
Mtra. Elizabeth Ivaldi
Dr. Robert Silva García

CONSEJO DE EDUCACIÓN SECUNDARIA

Directora Gral.: Prof. Celsa Puente

Consejeros: Prof. Javier Landoni
Prof. Isabel Jaureguy

CONSEJO DE EDUCACTÓTrI TÉCTTUCO PROFESIONAL

Directora Gral.: Ing. Agr. Nilsa Pérez

Consejeros: Mtro. Técnico Miguel Venturiello
Mtro. Técnico César González
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AlejandroVillamil - In memoriam

Ayer despedimos <<al Villa».

Escribo estas palabras desde el dolor y la admiración.
Respecto a la admiración, uno de sus motivos es la con-
vicción de no poder hacer cosas que Alejandro hacía na-
turalmente: comenzar a pensar ya un problema de casi
cualquier tema de fisica, bailar tango, mentir echando el
resto en el truco, levantar paredes, constru¡r todo tipo de
objetos, entre otros muchos ejemplos.

Escribo también desde el lugar de una persona de su ge-
neración, un cincuentón, que siente la pérdida de un ser
humano de forma inesperada. No encontramos lugares de
dónde agarrarnos en estas circunstancias. Me queda el
aporte de una compañera y su forma de amortiguar la
pérdida: «él eligió vivir, no tenía límites para trabajar como
profesor, como constructor, como innovador, como pen-
sador, como si tuviera una inagotable fuente de ener-
gía...». Agrego que esa forma, en muchas o_casiones irre-
ierente, Ae plantarse en la vida me enriqu6ció personal-
mente, y creo no ser el único. Estamos acostumbrados a
presentar pruebas de nuestros dichos, el desfile de gente
en su despedida puede ser una de ellas. Había varias
generaciones presentes, desde nuestros mayores a estu-
diantes a los que Alejandro acercó generosamente formas
y herramientas de encarar nuestro trabajo.

Mis convicciones no me permiten pensar en un reencuentro.
No me queda otra que despedirte. Como dije en otros
ámbitos Villa, te quiero recordar tocando la §uitarra de
oído en una rueda de amigos, jugando al truco hasta el
amanecer, bailando tango y cumbia con Victoria, tu com-
pañera. Salud compañero.

Daniel Baccino, 12 de febrerc de 2076.

PD: Este texto recibió aportes de compañeros y amigos.
En ese sentido es también un poquito de lo que quiso ser:
una construcción colectiva.
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EXPERIMENTO
SOBRE LA LEY DE FARADAY

DE INDUCCION

1 Profesor y ayudante preparador de Física en el CES y Profesor en el CFE;
dbaccisi@gmail.com

2 Profesor y ayudante preparador de Física en el CES y Profesor en el CFE;
guzman.trinidad@gmail.com

«éCuál es la utilidad de un bebé recién nacido?».

Michel Faraday citado
por Richard Feynman

Resumen
De forma independienie los autores han observado recientemente cómo
estudiantes de nivel medio pueden maravillarse con algunos resultados del
electromagnetismo. Este trabajo trata sobre uno de ellos consistente en
una actividad experimental realizada en un curco práctico de tercer año de
bachillerato asoc¡ada a la ley de Faraday de inducción electromagnética: el
montaje (y caracterización de la respuesta E/S) de un transformador cons-
truido con materiales de fácil acceso en laboratorios de física de bachillera-
to cuya bobina secundario es devanada por los estudiantes.

Introducción
En los programas de fisica correspondientes a los cursos de tercer año de
bachillerato el electromagnetismo de Maxwell constituye un polo único o
relevante dependiendo de la opción tomada por el estudiante.

En ese marco una de las leyes de Maxwell del electromagnetismo, la aso-
ciada a una de las personalidades más fértiles en el área de la física expe-
rimental (Michael Faraday, 1791-L867), se presenta como una herramienta
con peso en algunas áreas de la tecnología. Piense el lectoq por ejemplo,
qué cosas no podría hacer en un día si no existiera la energía eléctrica
transpoftable de forma eficiente desde los lugares donde se genera hasta
nuestros hogares. La aplicación de la ley de Faraday al funcionamiento de
un transformador de CA tanto elevador como reductor de voltaje es básica
en este sentido.

En nuestro medio se realizan contadas actividades experimentales vincula-
das a este tema en los cursos referidos. A modo de ejemplo mencionamos
Ley de Faraday con la interface Dédalo, que puede consultarse en la pág¡-
na 51 de la referencia [1]. También se analizan transformadores rudimenta-
rios evaluando la relación de transformación, entre otros

La actividad que se plantea en este trabajo consiste en mostrar el ajuste a
lo predicho por la ley de Faraday al conformar un transformador básico. Nos
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parece relevante, además, acercar propuestas realizables con los materia-
les que se encgentran en la mayoría de laboratorios de'física de institucio-
nes públicas que incluyen cursos de bachillerato.

Tres miradas desde la teoría

Sobre la ley de FaradaY

Elegimos tomar el enfoque de Feynman [2] referido a la ley de Faraday,
porque plantea un aspecto que no se desarrolla usualmente en el contexto
de enseñanza media: las situaciones vinculadas a un campo magnético
estático en un circuito <<móvil>>, y las de un circuito fijo en el espacio
inmerso en un campo magnético variable tienen resultados análogos pero
los razonamientos tienen diferencias, Es recomendable la lectura de la

fuente [2].1
Cuando Fanday hizo público su notable descubrimiento de que un flujo
magnético variable produce una fem, le preguntaron (tal como le pre-
guntan a cualquiera cuando descubre un hecho nuevo de la naturale-
za): «épara qué sirve?»." Todo lo que había descubie¡to era la particula-
ridad de que se producía una corriente pequeñita cuando movía un
alambre cerca de un imán. ZCuál podía ser la «utilidad» de eso? Su
respuesta fue: <<éCuál es la utilidad de un bebé recién nacido?>>

La cita anterior se realiza en el apartado La tecnología eléctrica (Op. cit.),
donde el autor desarrolla algunas de las aplicaciones prácticas más rele-
vantes: motor, transformador, entre otras. Al final del apartado escribe el
párrafo que citamos a continuación:

La tecnología eléctrica moderna comenzó con los descubrimientos de
Farcday. El bebé ¡nút¡l se conviftió en un prodigio y cambió la faz de la
tie¡ra de una manera que su orgulloso padre nunca hubiera imaginado.

[a situación en este trabajo corresponde a un arrollamiento estático inmer-
so en una zona del espacio en la que está definido un campo magnético
que varía en el tiempo.

La ecuación 1 puede considerarse una expresión para la ley de Faraday,
donde la integral del primer miembro se realiza en torno a una curva cerra-
da F fija en el espacio, y da el valor de la fem inducida. El derivando del
segundo miembro es una integral tomada sobre una superficie S fija limita-
da por dicha curva cerrada.

E'ds:- d(flujo a través de S)
Ec.1

[a variación en el tiempo del campo magnético generado por el arrollamien-
to2 primario (en el que hay Np espiras) se debe a que se alimenta a éste
con un generador de CA. Nuestro arrollamiento secundario, caracterizado

I Se puede acceder a la obra de forma l¡bre para leer en línea (en inglés) en el enlace:
http://www.feynma nlectu res. ca Itech.ed u/2 Los térmirios arrollamiento, devanado y bobinado se util¡zan como sinónimos aquí.
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por un número Ns de esp¡ras <<superpuestas» que puede ajustarse, confor-
ma la materialización de la curva matemática f. El núcleo de hierro favore-
ce que pueda modelarse al conjunto de forma que las líneas de campo
magnético inductor atraviesen mayoritariamente una superficie S.

Algu nos aspectos técnicos
Desde un punto de vista más técnico, en las referencias t3l V t4] que se
toman a modo de ejemplo, se puede profundizar sobre estos aspectos.

Chapman (p. 60) define:

Un transformador es un dispositivo que cambia potencia etéctrica alter-
na de un nivel de voltaje a potencia eléctrica alterna a otro nivel de
voltaje mediante la acción de un campo magnético. Consta de dos o
más bobinas de alambre conductor enrolladas alrededor de un núcleo
ferromagnético común.

Al conectar una tensión alterna Vr al devanado primario (o de entrada),
circula una corriente que genera un flujo magnético variable. Este genera
una fem inducida en e[ devanado secundario (o de salida), que da lugar a
una tensión V2 en bornes del mismo. Se logra así transformar una tensión
alterna de valor eficaz V1 en otra de valor eficaz V2, dé la misma frecuen-
cia. Cuando el dispositivo consta de dos arrollamientos, como el que utili-
zamos en este trabajo, se dice que es monofásico.

La figura 1 muestra el diagrama esquemático de un transformador tal
como se muestra usualmente en un texto de física general. En un con-
texto técnico hay que señalar que esa representación no se ajusta
estrictamente a las dos formas usuales de construir un transformador.
El diagrama se acerca a una de las formas constructivas (llamada tipo
núcleo) en la que el núcleo es una pieza rectangular de acero laminada
y ambos arrollamientos se devanan sobre los dos lados del rectángulo.
El montaje en nuestro experimento, si bien tiene fines educativos, se
aproxima a esta forma.

Figwa 1. Esquema de un transformador de dos arrollam¡entos.

En ocasiones es posible modelar; al menos en una primera aproximación, a

un transformador como ideal. Se llama así a uno que <<no tiene pérdidas>>, lo
que ímplicaría que toda la potencia eléctrica suministrada a la entrada
(primario) puede colectarse a la salida (secundario) como potencia eléctri-
ca. Los efectos no considerados cuando se lo modela así son pérdidas: en
el cobre, debidas a la disipación por efecto Joule en los dos arrollamientos;
por corrientes parásitas, por calentamiento resistivo en el núcleo; por
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histéresis, asoc¡adas al reordenamiento de dominios magnét¡cos en el nú-
cleo; por flujg disperso, ya que parte del flujo magnético no atraviesa
ambos devanados.

Si se quieren considerar estos efectos, se debe elaborar un modelo de
transformador que los incluya. Una forma de hacerlo consiste en construir
c¡rcu¡tos equivalentes al transformador. Para determinar parámetros del
modelo se usa realizar medidas bajo dos situaciones separadamente: prue-
ba de circuito abierto (o en vacío) y prueba de cortocircuito. La primera de
ellas se realiza dejando abiefto el circuito en el secundario. Nuestro experi-
mento se desarrollará muy aproximadamente en esta condición, ya que
conectaremos un multímetro funcionando como voltímetro con una relati-
vamente alta impedancia.

En síntesis, estudiaremos un transformador construido con fines didácticos,
con las características siguientes: monofásico, tipo núcleo, y reductor (ya
que Ns . Np). En principio lo modelaremos como ideal.

Acercándonos a! contexto de enseñanza
Con estos supuestos podenros escribir una expresión más cercana al len-
guaje usuál en la enseñanza media, modelando nuestro transformador ideal,
mediante la'ecuación 2,3

Ec. 2

Aquí Vs es el voltaje en bornes del circuito secundario, y Vp su análogo en
bornes del primario. La ecuación 2 vale para valores eficaces de los voltajes,
que podemos medir mediante un voltímetro digital.

En nuestro caso, donde se dejan fijos Np y el valor eficaz del voltaje
aplicado al primario, podemos reordenar la ecuación 2 de la forma siguien-
te:

..1/s Ec. 3

La Ec. 3 predice una relación de proporcionalidad dírecta entre el número
de espiras del secundario y el valor del voltaje en el secundario, a condi-
ción de que se dejen fijas las otras dos cantidades. Esta ecuación será la
base del análisis de los resultados, para la actividad tal como la propusi-
mos.

El dispositivo exper¡mental
La figura 2 muestra el montaje experimental con el que se obtuvo la infor-
mación que se muestra más adelante. En ella se ve un arrollamiento prima-
rio (A) con una cantidad frja de espiras, un arrollamiento secundario (B) en
e[,gue el número de espiras se puede cambiar fácilmente de uno en uno, un

3 En un transformador ideal los fasores Vp y Vs no están desfasados, ya que su cociente se puede
expresar med¡ante un número real.
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núcleo laminado de hierro (C) que acopla ambos arrollamientos, un genera-
dor de vofiaje alterno (D), un multímetro (E) y conectores. En la versión
más elemental del diseño, se miden valores eficaces de voltaje en ambos
arrollamientos, al variar el número de espiras en el secundario. En la figura
se muestra un solo multímetro conectado a bornes del secundario, pero
puede ser conveniente utilizar otro conectado a bornes del primario (siem-
pre que se cheque previamente su calibración) para monitorizar la cons-
tancia del voltaje eficaz en el primario mientras se realiza toda la actividad
experimental.

Figura 2. Parte del dispositivo experimental.

La materialización del dispositivo básico se realizó con'kis siguientes com-
ponentes: Bobina de 1000 espiras; Núcleo-U con núcleo-I como yugo;
Cable (para devanar el secundario) de pequeña sección y 1,5 m de largo
con terminales banana en sus extremos; Multitester digital 3801 Demestres;
salida c/a de Fuente de alimentación mod. SF2/2. Chequeos de valores de
tensión se realizaron con Osciloscopio Promax 00-4028 (20 MHz), e intefa-
ce Lab Pro de Vernier. Los valores graficados en el Anexo se midieron con
esta última.

Resultados experi menta les
Una de las razones por la que compaftimos esta actividad es la precisión
que se observa en los resultados. Como mencionamos al describir el dispo-
sitivo, alimentamos a nuestro arrollamiento primario con una señal alterna
sinusoidal (ver Anexo) ajustada a un voltaje eficaz de 13 V aproximada-
mente. En el gráfico de la figura 3 se muestra los valores del voltaje eficaz
medido (en mV) en bornes del arrollamiento secundario, al ajustar el núme-
ro de espiras entre Ns : I y Ns : 10.

Superpuesto a los datos experimentales se ve un ajuste lineal cuyos coefi-
c¡entes se muestran sobre la gráfica, e indican una muy buena correspon-
dencia con lo esperado.

11
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Figura 3. Voltaje en el seundaio en función del número de espins.

Dedicamos un párrafo a algunas sugerenc¡as prácticas que pueden favore-
cer ¡os resultados. Obseryamos que los valores de tensión en el secundar¡o
son sensibles a la firmeza con la que se atornitla el yugo. Hemos tenido la
precauc¡ón de que las espiras del secundario estén lo más apretadas que
nos fue pos¡ble; sin embargo una prueba de agrandar el radio de las espiras
para valorar la posibilidad de medir flujo disperso arrojó resultados negati-
vos. Utilizarnos rangos adecuados a la medida en cada arrollamiento: 2 V
para la medida en el secundario y 20 V para el primario.

Comentarios finales
Analizando exclusivamente la correlación entre los datos experimentales y
el ajuste lineal, obselvamos una desviación cuadrática media (RMSE por su
sigla en inglés) del orden de las décimas de milivoltio. Teniendo presente
que el voltímetro. en el rango utilizado, genera una incertidumbre absoluta
del orden de algunas milésimas de voltio (representada en el gráfico de la
figura 3), podemos considerar aceptable el resultado.

Un elemento adicional importante tiene que ver con la ordenada en el
origen de abscisas. Tener un valor del orden de las décimas de milivoltio,
cuando se miden valores que en promedio son cercanos, a los 50 mV es un
resultado aceptable para el nivel en el que se propone la actividad.

Nuestro modelo predice que la pendiente en el gráfico de la figura 3
debe coincidir con el cociente VpA.tp. El cociente da 13,0 x 10-3 V y la
pendiente L2,5 x 10-3 V.

Sintetizando, la propuesta está en la línea de acercar actividades experi-
mentales que se puedan implementar con materiales disponibles en el
medio, cuyos resultados se apeguen a la predicción teórica, al menos
en una primera aproximación. Esperamos que los docentes que definan
trabajar sobre esta propuesta tengan resultados motivadores con sus
estudiantes.
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Anexo

Las formas de las señales en el tiempo
Decíamos más arriba que uno de los objetivos del presente trabajo es
realizarlo con materiales accesibles. Los multímetros utilizados miden los
valores RMS de la señal que ingresa a condición de que su forma sea
sinusoidal. Para determinar la cercanía de la hipótesis referida a la forma en
que varían en el tiempo los voltajes, medimos utilizando osciloscopio e
interface. En la figura A se muestra los resultados experimentales de la
medida de Vp cuando se conecta el primario a la fuente con salida marcada
en 6V. Se superpone un ajuste sinusoidal.

t1l

l2l

t3l
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la comparación entre el aiustri'y lbc di+B§,r¡pxperimentales acusa discre-
pancias especialmente en los valores cer,iáñ$,g.pico. A partir del valor del
parámetro A del ajuste se puede estimar el valor eficaz del voltaje:
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Resumen
Los sensores de aceleración disponibles en smartphonés, Ipads, o tablets
son frecuentemente empleados en laboratorios de enseñanza de la Física.
Cuando el dispositivo se encuentra acelerado, estos acelerómetros, en
lugar de una aceleración absoluta, reportan una aceleración aparente. En
general, debido a las limitaciones impuestas por el principio de equivalen-
cia, no es posible en un sistema aislado discernir entre un campo gravitatorio
y un sistema de referencia no inercial acelerado. En este trabajo se mues-
tra utilizando un péndulo físico, cómo obtener el ángulo de giro y la acele-
ración absoluta a partir de las medidas obtenidas por medio del acelerómetro
y del giroscopio. Se discuten las limitaciones de los diferentes sensores
presentes en estos dispositivos. Los resultados obtenidos son corrobora-
dos por medio del análisis de vídeos.

l. Planteam¡ento del problema
El uso de teléfonos inteligentes y otros dispositivos similares se ha extendi-
do vertiginosamente en los últimos años en todo el mundo. El empleo de
estos dispositivos ha trascendido más allá de los ámbitos para los cuáles
estaban inicialmente dirigidos. En efecto, esta revolucíón impactó también
en los laboratorios de enseñanza donde diversas experiencias se ven faci-
litadas por el uso de los sensores con los que habitualmente cuentan estos
dispositivos. Recientemente, en varios artículos, el empleo de teléfonos
inteligentes ha sido propuesto en varias experiencias que abarcan temáti-
cas de mecánica [1-5], electromagnetismo l6-7f, óptica [B], oscilaciones
[9-10] y ondas [11-12] entre otras.

Varios de los trabajos citados anteriormente se centran en experiencias de
mecánica, más específicamente, en la medida de la aceleración gravitatoria
[13], en la energía elástica o en el estudio de péndulos simple [14], físico,
elástico [15] y de torsión. En un trabajo reciente [16], se estudia la con-
servación del momento angular utilizando el sensor de rotación o giroscopio
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de un smaftphone montado en una mesa rotatoria. El sensor de rotación
también ha siQo utilizado para calcular la energía cinética de rotación de un
péndulo físico [17].
Un paso adelante en el aprovechamiento de estos dispositivos se presenta
con la posibilidad de emplear simultáneamente los sensores de aceleración
y rotación. En un trabajo se repofta una experiencia en la cual se coloca un
smartphone en una calesita a diferentes distancias del centro de rotación
t1B]. A partir de las medidas de los sensores se obtiene la aceleración
centrípeta y la velocidad angular y gracias a una regresión lineal se relacio-
nan las medidas con el radio de giro del dispositivo. Siguiendo esta línea de
uso simultáneo de los sensores de aceleración y rotación, en otro trabajo
también reciente [19, 20] los autores estud¡an un péndulo físico. En la
experiencia planteada un teléfono inteligente se fija en la parte exterior de
una rueda de bicicleta y se pone en movimiento tanto en régimen de
rotación (dando vueltas completas en una dirección) como de oscilación
(alrededor del punto de equilibrio estable) ya sea de pequeñas o de gran-
des amplitudes. Gracias a los sensores se obtienen medidas de aceleración
y velocidad angular según diferentes ejes solidarios con el teléfono. Esta
medida simultánea permite, en el caso relativamente sencillo de un sistema
con un grado de libertad, la obtención de la coordenada generalizada y su
rnomento conjugado y por consiguiente es posible represeritar trayectorias
en el espacio de fases. Este último concepto, más bien abstracto, se
yuelve de esta forma más tangible.

Un aspecto ¡mpoftante que ha recibido escasa atención proviene del hecho
que los sensores de aceleración, cuando el dispositivo se encuentra en un
sistema acelerado, miden de hecho una aceleración aparente. La obten-
ción de Ia aceleración absoluta o real (referida al sistema de laboratorio) no
es trivial pues debido a limitaciones impuestas por el principio de equivalen-
cia no siempre es posible discernir entre un s¡stema sometido a un campo
gravitatorio y un sistema no inercial acelerado. En este trabajo se obtiene
la aceleración real, medida en el sistema de laboratorio, y el ángulo de gíro
del smaftphone a partir de las medidas de los sensores de aceleración y de
giro. El procedimiento propuesto tiene la restricción que el sistema se mue-
ve en un plano con 1 grado de libertad. Los resultados obtenidos con el
smaftphone se contrastan con medidas independientes realizadas a partir
del análisis de vídeos. Dado que el uso de los sensores de los smartphones
se está extendiendo en los laboratorios de enseñanza, este trabajo busca
brindar un aporte orientado hacia el mejor aprovechamiento de este recur-
so por parte de estudiantes y profesores.

2. Montaje experimental: péndulo físico y sensores
Un péndulo físico se define como un cuerpo rígido que gira en un plano
alrededor de un eje horizontal bajo el efecto de la fuerza de la gravedad.
En esta experiencia el péndulo físico está constituido por una rueda de
bicicleta con su eje horizontal y fijo y que puede girar libremente en un
plano vertical y un smartphone montado en la periferia de la rueda como
muestra la Fig. 1. Se utilizó un smartphone con sistema Android (LG G2
DB05) con sensores LGE STMicroelectronics: 3-axis acelerómetro, preci-
sión,0,001 m/s2, 3-axis giroscopio, precisión 0,001 rad/s. La localización
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Figura 1. Dispositivo experimental formado por una rueda de bicicleta con su eje horizontal fijo y
un smartphone. Se indican también las coordenadas utilizadas. La imagen es una captura de

pantalla del análisis de video realizado con Tracker.

precisa de los sensores dentro del smartphone fue obtenida a partir de las
información técnica provista por el fabricante y verificada por métodos
físicos [19]. Como aplicación para reg¡strar los valores medidos por los
sensores se escogió Androsensor Í221.

Para aprovechar adecuadamente las posibilidades que brindan estos dispo-
sitivos es necesario entender las aspectos fundamentales de su funciona-
miento. Los sensores de acelerac¡ón disponibles son en realidad, debido a
su construcción, sensores de fuerza 11,21,231. Estos sensores miden la
fuerza normal ejercida sobre una partícula de prueba (o partícula sísmica)
por una cerámica piezoeléctrica o un capacitor micro-mecanizado como se
muestra en el esquema de la flgura 2. Por este motivo, cuando se quiere
obtener la aceleración real del dispositivo se debe restar el término
gravitatorio (mg) de acuerdo a lo indicado en la figura 2. Esta transforma-

Figura 2. Esquema de un sensor de aceleración, se muestra una paiícula de prueba o sísmica y

las fuerzas etástica, pl, , y gravitatorn, ñg,y la resultante de ambas p-p ejercidas sobre la

misma.
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ción no ofrece dificultades si el smartphone está en reposo o si su movi-
miento es recUlíneo uniforme. En caso contrario, si el aparato se encuentra
acelerado en una dirección arbitraria, las limitaciones impuestas por el prin-
cipio de equivalencia, obligan a recurrir a medidas complementarias.

Además del acelerómetro, en este trabajo se hará uso del sensor de rota-
ción, también denominado giroscopio o sensor de giro. Su nombre no debe
permitir que se confunda con los clásicos giróscopos basados en mecanis-
mos rotantes montados sobre soportes cardánicos. Los modernos sensores
de velocidad angular que se encuentran en los smartphones se denominan
giroscopios porque son sensores de giro o medidores de giro. Estos sensores
son Sistemas Electro-Mecánicos Micro-Maquinados (MEMS -Micro-machinéd
Electro-Mechanical Systems) que miden la fuerza de Coriolis sobre un obje-
to vibrante. Es importante destacar que estos sensores proporcionan una
medida directa de la velocídad angular del dispositivo expresada en un
sistema de ejes solidarios al dispositivo.

En muchos modelos de smartphones están presentes también dos
pseudosensores: de orientación y de aceleración lineal. Este último preten-
de medir la aceleración del.dispositivo excluyendo el efecto de la gravedad.
El pseudosensor de orientación por su lado integra información de diversos
sensores, incluyendo el campo magnético terrestre, para dar una medida
de la orientación del dispositivo. A lo largo de este trabajo, se comparan los
resultados obtenÍdos con las medidas de estos pseudosensores y se discu-
ten las limitaciones de los mismos.

Habitualmente los sensores miden todas las componentes de las magnitu-
des vectoriales según 3 ejes, x,y,z orientados como si estuvieran dlbuia-
dos sobre la pantalla del celular. Las medidas que se emplean en este
trabajo son las del sensor de rotación según el eje x y los de la acelera-
ción según los ejes y y z, que se corresponden con las aceleraciones
tangencial y radial respectivamente. Una vez registrados los datos es
posible descargarlos en una computadora y analizarlos utilizando un pro-
grama apropiado.

con el propósito de contar con una medida independiente del movimientó
del sistema, la experiencia fue registrada en vídeo. se colocó una cámara
digital orientada frontalmente respecto al sistema y con el centro del cam-
po focal coincidente con el eje de rotación de la rueda de forma de minimi-
zar los errores de paralaje. una vez registrado el movimiento y usando una
escala de longitud apropiada (en este caso la distancia desde el centro de
la rueda hasta el borde interior de la llanta), el vídeo fue analizado utilizan-
do el conocido programa Tracker, 1241.

3. Acelerac¡ón absoluta y ángulo de giro
La evolución temporal del ángulo de giro g(Í), medida a paftir de la posición
de equilibrio estable como se indica en la Fig. 1, se obtiene a partir de la
segunda Ley de Newton. Despreciando el rozamiento, la ecuación de movi-
miento del sistema está dada por
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donde m es la masa del celular, .R es la distancia al centro de masa, e .¿ es
el momento de inercia del sistema compuesto por la rueda y el smartphone.

La aceleración del celular en el sistema de laboratorio es

í=-RÓ'r+n6ó e)
donde R es la distancia del centro de rotación al centro de masa del celular
localizado muy próximo a los sensores. Los versores polares elegidos coin-
ciden con los ejes del celular: e[ versor radial,con el eie z(?=2)y el versor

tangenciat con el eie y ( O = i ). El sensor giroscópico del eje x, mide la

velocidad'angular en ese eje de forma directa [23], por lo que

ü)¡= - 0 (3)

donde el signo se debe a la orientación de los ejes. Observar que en el
esquema de la figura 1, el eje .r es entrante mientras que el sentido de
rotacién está dado por el eje y, que en este caso es positivo (antihorario).

[a aceleración medida por el sensor de aceleración, en cambio, no es una
medida de la aceleración real observada desde el laboratorio sino que es

una aceleractón aparente, |,, resultando de la suma vectorial de la acele-
ración real y la aceleración producida por un campo gravitatorio dirigido en
sentido opuesto al real

;'=; -; (4)

Las componentes de la aceleración aparente medidas por los sensores
según los ejes y y z del smartphone son

a' y-- Ré + g sen} (s)

a' ,-- -Ré' - g cos} (6)

De las ecuaciones (2), (3) y (6) se tiene una de las proyecciones de la
posición en función de las medidas del celular:

a'.+ Ru)t2
cos (e) =

Mientras que de la otra proyección de las ecuaciones (1), (2) y (5) se
obtiene

sen (0) -

De este modo, utilizando conjuntamente las ecuacio'nes (7) y (8), es posi-
ble,decodificar la coordenada generalizada del sistema.

Vale la. pena observar que el divisor de la' ecuaeión. (8)'es siempre positivo
dado que el momento de inercia de un sister¡ra. (r:ueda y snr'artphone). es

(7)

Ay

r(-4 (8)
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s¡empre mayor que el momento de inercia de una de sus partes, I > mR2. et
caso límite de la igualdad, I : mR2, correspondería a un péndulo simple, y la
ecuación (8) evidentemente quedaría indeterminada, lo cual no es de ex-
trañar pues solo es válida para el péndulo físico.

4. Resultados 
l

Para analizar la dinámica del sistema, el péndulo fisico se puso en iTlovi-
miento con una energía suficiente para que diese vueltas completas en un
sentido. El movimiento fue registrado usando tanto los sensores del
smartphone como la cámara de vídeo. En la figura 3 observamos la
evolución temporal del ángulo de giro calculado tanto a partir de las
ecs. (7) y (B), como el obtenido por medio del análisis de vídeo por
medio del Tracker. También se incluye una tercera medida obtenida por

calculado
video
orientación

-90

-180 010203040
¿ (r)

Figura 3. Evoluciút temporal del ángulo de giro. Se muestra el ánguto obtenido por medio de las ,
Ecs. (z) y (8), por medio de los vídeos y el reprtab pr el pseudosensor de orientación.

medio del pseudosensor de orientación. se puede concluir de esta gráfica
que el procedimiento descrito en la sección anterior concuerda con las
medidas obtenidas por el análisis de vídeo a lo largo de toda la realización.
Asimismo, las medidas obtenidas por el sensor de orientación coneuerdan
con los resultados solamente si el ángulo es menor que 90o. Eso es una
consecuencia de la forma peculiar en que están diseñado el pseudosensor
de orientación.

La velocidad y la aceleración angular en función del tiempo obtenidas tanto
por el sensor de rotación y por medio del análisis de vídeo se muestra en
la figura 4. En el caso del giroscopio, la velocidad angular se'obtiene
di¡.ectamente del sensor mientras que en el análisis de vídeo se obtiene
por medio de la derivada numérica del ángulo. Las aceleraciones angu-
lares obtenidas en esta figura corroboran en general la excelente con-
cordancia entre entre ambos procedimientos. sin embargo, debido a ta
derivada numérica y a que el tiempo de muestreo de la cámara digital'y
20
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Figura 4. Comparación de las medidas del girwpio y el análisis de vifu. Evolrción temponl
de la velocidad angular (aniba) y de la Mención angular (abaiQ.

la localización del objeto en cada cuadro no es tan precisa, la velocidad
angular y especialmente la aceleración angular obtenida por medio de Ios
vídeos presenta más ruido que las obtenidas con el sensor de giro.

Las dos componentes de la aceleración se muestran en las figuras 5 y 6. Se
comparan las acelerac¡ones, radial y tangencial, determinadas a paftir de
las ecuaciones calculadas en la sección anterior, con la medida dél
pseudosensor de aceleración lineal y la aceleración aparente. En la figura 5
se muestra la evolución de la aceleración tangencial. Como era de esperar,
la aceleración aparente difiere claramente de la aceleración absoluta cal-
culada por el procedimiento descrito en la sección anterior. Por otro lado, el
pseudosensor de aceleración líneal repofta resultados también incorrectos,
especialmente cuando el celular se mueve cerca del punto de equilibrio
inestable.
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014203040
¿ (')

Figura 5. Evolución temporal de la aceleración tangencial calculada por el procedimiento
descrito en el brto. Esta medida se compara an las reportadas, ambas incorrectas, por el

acelerómeto y el aelerómetro lineal del smailphone.

En la figura 5, se ilustra la aceleración radial en func¡ón del tiempo. Igual
que para la aceleración tangencial se observan discrepancias entre la ace-
leración absoluta calculada y la repoftada por los sensores.

calculaclo
acelerómetro
ac. lineal

-10

0102a304A
¿ (')

Figura 6. Comparación similar a la Fig. 5 para la aceleración radial.

5. Conclus¡ones y Perspectivas
En este trabajo se mostró como obtener el ángulo de giro y la aceleración
real de un péndulo físico a partir de las medidas de los sensores de acelera-
ción y rotación de un smartphone. Dada que el principio de equivalencia
impone serias limitaciones a las medidas de aceleración hechas desde un
sistema no inercial, la medida de la aceleración real debió ser complemen-
tada, además de las medidas del propio sensor de aceleración con medidas
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del sensor de rotación. Para corroborar el procedimiento descrito se usó
como medida independiente el análisis de vídeos de la experiencia.

Para concluir señalamos que el uso de sensores disponibles en los teléfonos
inteligentes permite un espectro amplio de medidas aplicables que abarca
un espectro muy amplio de temas de la Física. Se trata de un herramienta
invaluable y esperamos que su uso se expanda aún más debido a su cre-
ciente disponibilidad y descenso en los costos. Sin embargo, la experiencia
sugiere que es necesario comprender los aspectos básicos de su funciona-
miento para lograr un aprovechamiento cabal de sus posibilidades.
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ONDAS LONGITUDINALES
EN UN RESORTE VERTICAL

SUSPENDIDO
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Resumen
En un resorte vertical suspendido por su propio peso la tensión y la densi-
dad lineal de masa no son homogéneas. Por este motivo, en comparación
con un resorte horizontal, la dinámica es mucho más compleja. A pesar de
esta complejidad, la dinámica presenta características muy peculiares como
ser la simplicidad en la configuracíón de los modos normales y que el tiempo
que demora un pulso en'recorrer toda su extensión ida y vuelta es indepen-
diente de la longitud del resorte y de las condiciones en sus extremos.
Además, sorprendentemente las frecuencias de los modos normales del
resofte veftical (con sus dos extremos fijos) coinciden con las de un resor-
te horizontal. El presente trabajo desarrolla cuestiones que en la mayoría
de los textos de nivel medio no son abordadas como ser la ecuación que
rige las ondas en un resorte, la configuración y la distribución de masa de
un slinky suspendido, los modos normales de oscilación y las frecuencias
propias en diferentes configuraciones,

Palabras clave
Ondas longitudinales en resortes, modos normales de oscilación, configura-
ción de un Slinky suspendido, centro de masa, estiramiento.

Introducción
Un resorte en posición veftical presenta en general una complicación adi-
cional, ya que posee una densidad lineal de masa y una tensión variables,
sin embargo está sujeto a la ecuación de ondas unidimensional usual, si
suponemos que el mismo se compofta de forma lineal de acuerdo a la ley de
Hooke. Las ondas longitudinales en un resorte para diferentes configuracio-
nes pueden ser analizadas usando un modelo continuo y aplicando el análisis
diferencial. La dinámica del sistema es entonces sorprendentemente simple
dependiendo solamente de las diferentes condiciones de contorno. Las fre-
cuencias de los modos normales de oscilación no se ven modificadas si el
resorte está en posición vertical o en posición horizontal y resultan indepen-
dientes de la longitud del resofte. La distancia entre los nodos de un resofte
vertical fue determinada por P. J. Ousepfr [9] y por Casey Ruthefford lLO7.

Un problema interesante surge cuando el resorte se sustituye por un slinky
colocado en posición vertical, la distancia entre los nodos deja de ser
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homogénea debido a dos factores; la tensióh del mismo es variable y la
longitud natura_l así como la constante elástica del slinky es pequeña cóm-
parada con la cle un resorte. Este aspecto ya ha sido estudiaáo po, Richard
A. Young [6] usando un modelo discreto. En nuestro trabajo analizamos los
mismos aspectos usando un modelo continuo y obtenemos resultados que
en general coinciden con el trabajo de young [6] aunque presenta peque-
ñas diferencias debidas a la longitud natural no nula dei slinky. ta veioci'dad
de un pulso que viaja por un slinky colgado en posición vertical presenta
una característica muy interesante, el tiempo de tránsito <<entre espiras>>
es constante, aunque la separación entre ellas es variable, por lo cual
presenta una velocidad que cambia gradualmente, disminuyendo a medida
que viaja desde la parte superior a la inferior. como consecuencia del
tiempo de tránsito constante, el tiempo que demora un pulso en recorrer
dos veces toda la extensión del resofte es constante para una gran varie-
dad de configuraciones. Los diferentes resultados de nuestro modelo fue-
ron sometidos a una serie de experimentos comparando los mismos para un
resorte y un slin§.

Ondas en un resorte vert¡ca!

fá, tr
Figun r. DiÍerentes configuraciones de un resorte vertical suspendido.

consideremos las ondas de un resorte suspendido y que tiene una masa M
en su extremo. Supongamos el resorte posee una masa no despreciable m.
consideremos la vibración de la masa M para un resorte de constante
elástica K, longitud natural /¿ }, masa m. La densidad lineal de masa del
resorte no estirado es:

Donde ¡r es la masa por unidad de longitud der resorte no estirado.
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Consideremos el resorte en tres estados. En el estado (a) tenemos el
resorte en,su longitud natural (para el resorte en posición horizontal y no
sometido a fuerza alguna). Cada punto del resofte queda determinado por
su posición x. Consideremos también un elemento PP' de largo dx. En el
estado (b) el resorte se encuentra en su posición de equilibrio. El elemento
PP' está ahora desplazado a QQ'. P se desplaza X(x) hacia abajo y P'se
desplaza X+dX.

En el estado (c) supongamos la masa M está vibrando y el elemento QQ'
se desplaza a la posición RR '. El desplazamiento de Q y Q' desde la posi-
ción de equilibrio es y(x,t) y y(x,t)+dy. La longitud del nuevo elemento
RR'es entonces dx+dX+dy. La masa del elemento QQ' o RR' es por su-
puesto la misma masa que PP', o sea ¡rdx.

Consideremos ahora la ecuación de movimiento de RR'. Las fuezas que
actúan son el peso y las dos tensiones en R y R'.
La tensión en R es de acuerdo a la Ley de Hooke:

estiramiento
T^ = klo-R - ^'o bngitudinicial

T^ = klo
Í(h+ dX+ dy)-dxl

dx

r*=ktoT9. alu'')) 
e)\arox)

La ecuación de movimiento de RR' es aplicando la segunda Ley de Newton:

pd.qry = Itdxg +TR. -T;' 0t'

O'y(*,t) -,1(TR-T)
-2 =5--l-0t' tl dx

Utilizando (2) tenemos:

t¿A,¡ I aT no( a'zx¡)- á2y(x,r))- rp-=r*i*=s+;[ á, + *, )«tl
Esta ecuación de movimiento deberá satisfacer la solución y(x,t)=O para
todo instante f, ya que esta es la solución en la posición de equilibrio.
Entonces:

o= g*!!Ld'{\*)
tl ax

Restando ambas ecuaciones llegamos a la ecuación de movimiento de un
elemento RR' del resofte:

(4)
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02y(x,t) _klo 02y(x,t)
^7ot'

02 y(x,t) _ klo2 Oz y(x,t)
6t2 ^am dx'

^',dx-

02 y(x,t) _ -;, 02 y(x,t)
J 

_' 
Jdt- dx-

F-.

(s)

El resultado anterior es la ecuación de ondas unidimensional cuya velocidad
de fase es:

Para interpretar correctamente el resultado anterior debemos obseruar que
la ecuación (5) est¡á referida a la posición de cada espira en equilibrio para
el resorte no estirado (figura 1 (a)) por lo tanto la velocidad de fase dada
por la ecuación (6) no es la velocidad en que la fase se propaga referido a
la variable \=x+X(x) de cada punto del resorte en la posición de equilibrio
(fis. 1 (b)).

Un análisis simple del resultado anterior puede hacerse expresando la va-
riable continua x en función de una variable discreta n como sigue:

Consideremos el número de espiras n del resorte contenidos hasta la posi-
ción x o hasta la posición (, entonces la variable x estaría dada aproxima-
damente porl:

Siendo /V el número total de espiras del resofte.

Luego la velocidad dada por la ecuación (6) puede expresarse en términoi
de la variable n;

Por lo que podemos concluir que la velocidad (número de espiras/s)

(6)

*:Ln
N

':[u'"=*=**

Ln

Lt

(7)

(8)

es constante y por lo tanto el tiempo de tránsito del pulso en recorrer la

1 Observemos que la var¡able x es una variable cont¡nua y n es discreta, por lo que la relación
anterior es aprox¡madamente vál¡da solo en el caso de que el número de espiras N sea grande.
Por otro lado el número de espiras no se modifica al pasar de la configuración del resorte no
est¡rado (f¡g 1 a) a la configuración de equilibrio del resorte est¡rado (fig 1 b).
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distancia «entre espiras>> es independiente de la separación entre las mis-.
mas e independiente de la posición (, dependiendo solamente de las pro-
piedades del resorte, su constante elást¡ca, su masa y el número total de
espiras. ¡
Por lo tanto la ecuación anterior presenta un resultado sorprendente, el
tiempo que,demora un pulso en recorrer dos veces toda su longitud (tiempo
del viaje de ida y vuelta) es independiente de si el resorte esta estirado
bajo su propio peso o sí está estirado por una fuerza externa F (por lo
tanto independiente de su longitud [) o por una masa unida a su extremo.:

Dentro de los resultados experimentales vamos a mostrar lo anterior para
un Slinky sometido a su propio peso. Cuando se envía un pulso desde el
extremo fijo al extremo libre de un Slinky, dicho extremo perrnanece fijo un
tiempo T¡d"-nu"ftJ2, luego el extremo se desplaza rápidamente debido al
impulso del pulso para luego permanecer en reposo un tiempo Tida-vuetta

tiempo que demora el pulso en recorrer el camino de subida y de bajada al
reflejarse en el extremo fijo, luego se desplaza rápidamente hacia arriba
para permanecer nuevamente en reposo, Filmando lo anterior se puede
medir fácilmente el tiempo T¡da-vueua,

Cuando el pulso viaja por el resorte estirado, su velocidad es variable
respecto de la posición [, (ya que el tiempo de tránsito entre espiras es
constante y la separación entre ellas es variable debído a la tensión vária-
ble del resorte) sin embargo cuando el pulso llega al extremo del resofte
estirado, la variable x toma el valor 16, por lo tanto demora en recorrer toda
la longitud del resorte un tiempo T¡¿a-vuettJ2 dado por:

También podemos obseruar que el tiempo que demora en recorrer la distan-
cia entre dos espiras consecutivas (tiempo de tránsito entre espiras con-
secutivas) es de acuerdo a la ecuación (8):

Tido-*"1r,

2

^t(Ln l.

toF
, 1r

[*.)

F*.)'
Luego el tiempo que demora en recorrer la longitud completa del resofte (N
espiras) es:

Tro*r* 
-(, -[

Luego el tiempo que demora un pulso en recorrer dos veces la longitud de
un resofte o tiempo de ida y vuelta es:

(e)
m

k
ft1 _a
'iin-vtclta
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Dicho tiempo es ,independiente de la longitud del resorte aún cuando el
resorte se encgentre est¡rado por su propio peso y la velocidad del pulso
sea variable (es variable siempre que se encuentre en posición vertical y es
constante cuando se qncuentra en posición horizontal).

Posición de equilibrio de un resorte veft¡ca¡ suspend¡do
y centno de masa

En esta sección vamos a estudiar la distribución de masa de un resorte
suspendido por su propio peso o estirado mediante una fuerza externa
constante F (o por una masa M en su extremo).

A partir de la ecuación (4) y recordando que X(x) representa el estiramien-
to de los puntos del resorte en función de su posición x (medida para el
resofte no estirado) y aplicando las condiciones de borde X(O)=g (estira-
miento cero para el extremo superior fijo del resorte) | T(ls)=F (tensión en
el extremo de! resorte igual a la fuerza externa F aplicada) tene(¡os:

d'x:l(*) 
=-gtt _-mg

dxz klo klo'

Integrando dos veces respecto de x tenemos:

Utilizando la ecuación (2) y considerando y(x,t)=0 para todo t (ya que el
resorte está en su posición de equilibrio) tenemos:

2

x(x) =W++ Ax+ B

r(to): taoffgo¡: r

#r,r=-#*n:*

(10)

(13)

( 11)

La condición de extremo fijo para x=0 es:

X(0) = g (12)

Sustituyendo en (10) llegamos a que B=0 luego aplicando la ecuación (11)
tenemos:

#u,r=il

A=*g * F
kln kln

Luego A vale:

30
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Finalmente sust¡tuyendo A y B en (10) obtenemos el esüramiento del resor:
te en función de la posición x de las espiras:

(1s)

El estiramiento total del resofte Ll=X(ld está dado entonces por:

x(x)=tr+.G-^.il),

x (t) : tr + .( r-^ 
. 

r!^),, 
: # . I

Ll =X (l^\=*8 + 
F

\u/ 2k k

L=l^**g * F"2kk
En el caso de que el resofte este sometido
miento es:

N =*8
2k

(16)

La longitud total de un resorte veftical suspendido y sometido en su extre-
mo a una fuerza F está dado entonces por:

(17)

bajo su propio peso el, est¡ra-

(18)

Donde m es la masa del resorte y k es la constante elástica de! mismo.

M. Sawicki [1] calculó el descenso del centro de masa del resofte cuando
este pasa de la posición horizontal a la posición veÉical (esto es el des-
censo de la espira central del slinky y por lo tanto no representa la posición
del centro de masa del resofte ya que las espiras no están uniformemente
distribuidas), en donde el resorte está sometido a su propio peso. Dicho

I
descenso se puede calcular a partir de la ecuación (15) para .r=a obte-

2
niendo2:

x(t^ r 2\ =3mg =1*g =1nt\u gk 42k 4

\,, = 
L 

¡l.^'ry*
m¿v

(1e)

Posición del centro de masa del resoÉe suspendido
La posición del centro de masa de un resoÉe suspendido está dado por:

2 Valor que co¡ncide.con el resultado obten¡do por M. Sawicki [1] y verificado exper¡mentalmente
en un reciente trabajo de Terrence P. Toepker [2].
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Donde 4=x+X(x) representa la posición de las espiras en equilibrio para un
resorte est¡rado.

fbl
Figura 2. Dffeq@ufigarcion* de m resorte donde se muestra la Wición det @ntro de

masa (CM) en el caso estático.

A partir de (15) tenemos que E está dado por:

w
{aJ

E = x+ x(x) :.*-ff+.(ffi.#). (20)

Ea, =;i[,. #3 i .(;í. l,).7**
Y -lo,mg , F\cM_r- 3k- 2k

En el caso que e! resorte cuelgue vefticalmente por su
la posición del centro de masa es3:

' : :;.i ., z' -lo , mg _ l**?U ,. r ,)cu -r-l -r-, ^,

Donde A/ es el estiramiento del resofte.

(21)

propio peso (F=0)

'.. ,' (22) '" . ;

Dicho resultado coincide con el resultado obtenido por Newburgh and Andes [3] y por recientes
trabajos 9e L. Ruby [4] y luan D. Serna [5] y verificado experimentalmenld poi Terrence p.
Toepker [2].
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Resultados experimentales en el caso estát¡co
Para analizár el estiramiento de las espiras se utilizó un Slinky de 40 espi-
ras, de las cuales se utilizaron 24 espiras. La masa del slin§ completo es
de L74,659 y tiene una longitud natural de 10cm. Las 24 espiras tienen una
masa m=1O4,799, una longitud natural /o=6,0cm y una constante elástica
k=1,00N/m calculada a partir de la ecuación (18).

Donde A/=51,5cm es el estiramiento del extremo del resofte.

Figura 3. Estiramiento del Slinky en función de la posición de las espiras en el caso estátim. La
curua continua anesponde al a¡uste teórico (ecuación 15).

En conclusión podemos observar que el resultado teórico concuerda muy
bien con el ajuste de los datos experimentales.

Modos normales de oscilación de un resorte suspendido
bajo su prop¡o peso

En primer lugar vamos a estudiar los modos normales de oscilación de un
resofte con un extremo fUo y el otro libre.

La ecuación de movimiento está dada por la ecuación (5):

,--mE
ll 

-- 2N

Oz y(x,t) 2 Oz y(x,t)
otz oxz
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Fgun 4. fuilación libre de un resorte suspendido.

La solución usual de los módos normales de oscilación está dada por:

y(x,t)= [, *.[? [f.). ^*(t E.l] *u.,.u, (23)
L

Las condic¡ones de contorno son:

Extremo frjo y(1rt)=O, pa.ra todo instante t. Extremo libre T(ls,t)=g
todo instante f. (Tensión en el extrcmo libre nula)

[a tensión está dada por la ecuación (2) ',, 
, ,

r*=Hog!*to?''))^"\dxAx)
Para x=lo y usando la ecuación (12) para F=0 tenemos:

*u,)=o
dx

LuegD':h.,condición de extremo libre es para todo instante f:

fuQ,t) -o
0x

Aplicando las condiciones anteriores obtenemos:

y(O,t)= acos(ro/ +6) = 6 Y¿

Para todo instante ü, luego implica a=0.

La condición de extremo libre es para todo instante t:
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Por lo cual implica que:

E)=,

y ( x;, t)= r,r, 
[}',ff,);,,,, 

+ 6 ) = s y,

.".[,

Por lo que se ,verifica.:

Las frecuencias propias de oscilación f:ot/22 están dadas entonces pora:

, E = (2n -t) | o = 1,2,3,...

Luego utilizando la ecuación (24) tenemos:

..fi'' :;': 
(2n -D h*, 

= in i = 0),1,2,3,..

Luego la posición de los nodos está dado por:

(24)

(2s)

La posiCión de los nodos está dada por y(x,t)=O para todo instante t.
Luego tenemos:

:

Por lo tanto'l¿i posición de los nodos respecto de la variable x (relativa'á'fa
posición de las espiras del resofte no estirado) verifica la ecuacíón: 

'"

(26)

35

4 Este resultado concubidá con el ya clásico trabajo de R¡chard A. Young [6].
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, 2ln.. x¡ =;+ i =0,1,2,3,... (27)

Luego el número de espiras entre nodos es de acuerdo a !a ecuación (27) y
la ecuación (7)

¡t/ . ¡r 2l^ 2NLn=-Lx - T 2.-l= 2n- {za)

Por lo tanto el número de espiras entre nodos es constante, aunque la
separ:ación entre los mismos no lo es.

[a posición de los nodos respecto de la variable \=y¡y¡*¡ se puede hallar
usando la ecuación (15) con F=0 (ya que el extremo del resorte no está
sometido a fuerza alguna). Luego tenemos:

l
1, = x, + x (x,) = ffi* trffi)_ t(#)'

i

, E,:f-l,,.rf(t-;-)) i=0,t,2,3,.. (zB)

r, = *lr, +ff +ff(t- *)1, = 0,1,2,3,. ¡2s¡

4, =fr1'.ff(t *)l i=at,2,3," (30)

Donde L es la longitud total del resofte (ecuación (17)), m es su masa y k
I es su constante elástica.

I

, Consideremos ahora las oscilaciones de un resorte suspendido pero que

, potee..sus dos extremos fijos. En este caso las condiciones de contorno
son:

] Extremo fijo pam x=Q
j

' !(o't¡=g Y¡
i: Extremo fijo pdtd x=ls

Y(l"t) =g Y¡
Utilizando la ecuación estándar para los modos normales de oscilación (ecua-
ción (23)) obtenemos a=0 y

Por lo tanto las frecuencias angulares de oscilación verifican:

36



Revista EDUCACION EN FISICA Volumen 8, No 6 | Set¡embre, 2016

(31)

Las frecuencias de los modos norrnales de oscilación son entonces f:q¡fi¡rs

,E =nr¡n =1,2,3,...

tr
f^=nY n=1,2,3,...

¡- n n
^ n =1,2r3r...

^ lm lrdo-*r.

'tll

(32)

(33)

Dichas frecuencias son independientes de la fuerza externa aplicada F y
por lo tanto ,independientes de la lorEitud'dé['resorte.' (EcÚaeióti {17)} '

. r,- t^+!€+!"2kk

La posición de los nodos se obtiene a partir de la ecuación (26) y la
ecuación (31)

ry x = in i= 0,1,2,3,...
lo

Luego la posición del i ésimo nodo respecto de la variabte x está dada por
la ecuación:

*, =ilo i = 0,1,2,3,... (34)
n

El número de espiras entre dos nodos está dado como vimos a paftir de la
ecuación (7) y ¡a ecuación (34) obteniéndose:

m=!u=il/o ={u"--M-tr" n (35)

Por lo cual, igual que en el caso de un resorte con un extremo fijo y el otro
libre, el número de espiras entre nodos es constante (aunque la separación
entre nodos no lo sea).

La posición del i ésimo nodo respecto de la variable L=x+X(x) se puede

hallar usando la ecuación (15)

€¡ = x, + x (x,) = * .(*o . il)H_ ffig)'
s Ver referencia [6],
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e, = Il,, 
* I * rf(, *)) i = 0,1,2,3,

,, = 
*1,, 

* I * #.tr(, i)] i = 0,1,2,i,....

,, = *l'.ff(, ;)l i =0,1,2,3,

(36)

(37)

(38)

Donde L es la longitud tota! de! resorte (sometido a una fuerza F en el
extremo), m es la masa del mismo y k es su constante elástica.

Patrones de Ondas estacionarias para un Slinky con un
extremo libre

Figura 5. Grañca de la amptitud de cada modo en función de ta posición \A- de las espiras para

el Sl¡nky estirado en equitibrio, n representa el número del modo normal.
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A partir de la ecuación (15):

E=x+x(x)=.+-# {1ry.+),Ho' 2 [ k/o klo )
Se despejó x en función de (, la ecuación obtenida es:

*-klo'*r"-^ffimg l\z¿g ) m8

Luego se sustituyó en la expresión de la amplitud de los modos normales de
oscilación:

Para las distintas frecuencias de los modos normales que verifican la ecua-
ción (24)

=Q"-DZ n=1,2,3,...

De esa forma podemos ver como varía la amplitud (normalizada) de la
vibración longitudinal de cada punto del resorte en función de la posición
de las espiras en equilibrio.

Resultados experimentales en el caso dinámico
Utilizando un resorte de constante etástica k=13,65N/m, tongitud naturpl
lo=64,5cm y masa m=l6l,7g se lo fozó cerca del extremo fijo usando un
parlante conectado a un generador de funciones. El resorte se encontraba
en posición vertical. Con d¡cho dispositivo se determinaron las frecuencias
de resonancia y la posición de los nodos en el caso de extremo libre'y de
los dos extremos fijos.

Las frecuencias de resonancia se resumen en Ios gráficos siguientes:

Hgura 6. Frecue¡rcias de resonancia de un Figura 7. Frecuencias de resonancia con dos
rcsorte con un qdremo fijo y el otro libre. extremos fijos.

[a posición de los nodos teórica (ecuación (30)) se comparó con la posición
hallada experimentalmente. Los resultados se resumen en el gráfico siguiente:
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Figun 8. Posición & la nffi pn lc distintos modos normales (para n=l hasta n=8) en
tunción del núme¡o e nú (e rnmff cu ¡va continua es la ecuación teórica,

En el gráfico se aprec¡a que la distancia entre nodos es aprbximadamente
constante (las curvas teóricas son aproximadamente rectas) ya que la
tensión a lo largo del resorte es aproximadamente constante y el peso del
resorte es pequeño comparado con esta.

Resultados experimentales para un Slin§
Para analizar los modos normales de oscilación y las frecuencias naturales
se utilizó un Slin§ de plástico de 40 espiras y 10cm de longitud natural. Se
lo suspendió dejando 35 espiras libres con una masa de 157,2g y una
longitud natural de 9,0cm. Se lo forzó mediante un forzador mecánico
conectado a un generador de funciones de frecuencia variable.

40

Figun 9. Frmtercias de resonancia para un Slinky con un ertremo fijo y el otro libre.
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La constante elástica se determinó a partir del estiramiento usando la
ecuac¡ón (18):

k=*g _ 0,l572kgx9,8mlsz 
=0.639N/m2Ll 2x1,205m

Se graficaron las frecuencias de resonancia en función de 2n-7
obteniéndose una recta de pendiente frO,523Hz. Por lo cual las fre-
cuencias de los distintos modos son múltiplos impares de la frecuencia
fundamental.

El valor teórico está dado por la ecuación (25) obteniéndose h=O,5O4Hz.

La posición de los nodos teórica (ecuación (30)) se graficó al igual que
para el resorte con la posición hallada experimentalmente obteniéndose la
siguiente gráfica:

Figun 10. Posición de los nodos para los distintos modos normales (paran=l hastan=5) en
función del número de nodoi (desdei=0 hastai=S) la curua continua es la curua bértca @cua-

A partir del gráfico se puede aprecíar que existe una diferencia notable
entre un resorte y un Slinky. Las curvas teóricas para un reso¡.te se ap¡oxi-
man a rectas, estando los nodos igualmente espaciados, en cambio para
un Slinky los nodos no están igualmente espaciados como se puede apre-
ciar en la figura 10.

Medida del tiempo de ida y vuelta de un pulso en un
SIin§

Para el Slinky mencionado anteriormente suspendido verticalmente, se en-
vió un pulso y se filmó y analizó mediante el software Tracker el movimiento
del extremo del mismo.

En la gráfica se puede apreciar que el extremo permanece frjo hasta que es
alcanzado por el pulso, para luego permanecer frjo nuevamente durante un
tiempo T¡da-vuetta que es el tiempo que demora el pulso en alcanzar nueva-
mente el extremo

A partir de los datos experimentales se promedió el tiempo de cinco re-
flexiones obteniéndose un tiempo para T¡¿¿-ru¿¡¿ dado por:
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. T**oo =Sq#ry=o'648s
El valor teórico está dado por la ecuación (9)

r,*u* =28=rffi:0,648s

Figura 11. Movimiento der ertremo libre & un slinky en función del tiempo.

Yelocidad de un pulso en un resotte
9To ya vimos a partir de la ecuación de ondas (ecuación 5) la velocidad
de fase dada por la ecuación (6) es:

Para hallar su velocidad en función de la posición de las espiras del resorte
estirado (.
Debemos obseruar que el tiempo que demora un putso en recorrer la distan-
cia ax deberá ser el mismo que demora en recorrer la distancia As luego
tenemos que:

Lt= = 
Aq _Lr+LX
v(x) v(x)

Luego la velocidad del pulso en función de la posición de las espiras del
resofte no estirado es:

42
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(41)

Usando la ecuación (15) que nos da el estiramiento X(x) =e -x de un
resorte colgado y sometido en su extremo a una fuerza constante F tene-
mosl

v(x) = (42)

Para hallar la velocidad de fase en función de la posición de las espiras del
resofte estirado ( debemos hallar x en función de ( a partir de la ecuación
(15) y de la definición'del estiramiento X(x)=1-x obteniendo:

_ _@s + F)to , kt,z
(43)

Finalmente sustituyendo la ecuación (a3) en la ecuación @2) obtenemos:

v(x)= 
[*,('.*)

En el límite para Ax -+ 0 tenemos:

v(x)= [*,('.#)

v(6):W

v^,io=E?.ff)

mgmg

(44)

La ecuación anterior muestra que la velocidad de fase de las ondas en un
resorte colgado y sometido. a una fuerza externa constante F en su extre-
mo, es variable disminuyendo a medida que la onda llega al extremb del
resorte. La velocidad máxima del pulso es para E=4 su valor es:

(4s)

La velocidad mínima se produce en el extremo del resofte Fara (=f, su
valor es:

v:.W (46)

Resultados para un resolte horizontal sometido a una
luerza F

En el caso que el resorte esté horizontal y_5ometido a una fuerza externa
constante F la velocidad del pulso es constante. Para hallarla basta reem-

(ru.' , (*s*r)/o)' nHo' ,
l*s' *s )-' *'
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plazar g=0 (ya que no está sometido a su peso) en la ecuación (44) su
valor es:

'=F*(".i)=

2L 2L

v l*'

f*0,+L-to)=[u*

,=[*, (64)

Donde L es el largo del resorte estirado. El resultado es sorprendente ya
que la velocidad de fase es directamente proporcional al largo L del resor-
te. El resultado anterior está en total acuerdo con los comentarios iniciales
referidos a la ecuación (6) que señalaba que el tiempo que demora un pulso
en recorrer dos veces la longitud del resorte (tiempo de ida y vuelta) es
independiente de la longitud del resofte L y su valor es:

T*--r.

Resultado que coincide con la ecuación (9).

A esta altura el lector se preguntará si irealmente esto es así!'éEs verdad
que el tiempo que demora un pulso en recorrer la longitud del resofte es
independiente de dicha longitud?

Para analizar este resultado se diseñó una experiencia con un resorte hori-
zontal en donde se fue variando la longitud del resofte L sujeto entre dos
sopoÉes fijos y se midió-el tiempo usando un sensor de fueza.

lffidf
t F¡ffi-"

Fig. 12- Diwsitivo experimental para medir elr,*.,uaa €fr un resofte horizontal.

El resultado de la experiencia realizada con un resofte de constante elásti-
ca k=3,07(2)N/m, longitud natural de 18cm y 68,59 de masa se resume en
el cuadro de la siguiente página.

En el cuadro se aprecia que el tiempo que demora el pulso en recorrer dos
veces la longitud del resorte es iindependiente de la longitud del mismo! y
en la gráfica se puede observar que la velocidad del pulsó es idirectamente
proporcional a la longitud del resoftel

44
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0.400 302,0 '2-&9
0.510 300.0 3.400

0.705 297.1 4,746
0.825 300.0 5.500

0.960 297,t 6.462
1.090 299,1 7,289
1.275 297.1 8,583

1.435 298,3 9,621

tEür*H
':i,

F¡9. 13. Gráfia de la velrcihd & un pul* en.un.resrrtu en fumiúrde lalgngitud del mismo.

A paftir de la ecuación (9) el tietfupo Tida-vuetta está dado por:

Valor que concuerda con el tiempo promedio med¡do experimentalménte:

La pendiente del gráfico es de acuerdo a la ecuación (41):

EI
I

I

Valor que concuerda .on'l" pendiente obtenida por mínimos cuadqldos a
partir de los datos experimentales:

^E =6,74(3)s-l
lm

V€loct{i.l.h EÉ én ilrc¡6n ds ¡a
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Resumen de las características estáticas y dinámicas de
un resorte vert¡cal suspendido

@nfiguración de un ¡esorte de N espiras

Atributo Libre
Estirado por una fuerza extema F

(ambos extremos frjos)

Longitud L=l^+mE"2k L=l^+^8 +F"2kk
Posición de

centro demasa e"" =';.ff=*.i" , -lo,mg, F,* - Z-l-il
Tiempo ida-vuelta de

un pulso (Ta**ato)
.6.\T ,E'\ t,

Frecuencia
fundamental f1

E
Il1'

2Tr*'"r, 4

EI - 11,,'
2T*-*^- 2

Frecuenc¡as
de renanc¡a (zn-t)f, n=1,2,3,4... nf n = 1,2,3,4.,

Localización de
i-ésimo nodo e, = f¡1,. ry? - *)), = 0,,,, ,,=il',.#(' r] i=o,t,Z

Número de espiras
entre nodos An

2N 
n=.2.3A...

2n-l
! n=1,2,3...

Conclusiones
Las ondas longitudinales en un resorte veftical suspend¡do poseen algunas
características no intuitivas que resultan del hecho de que el tiempo de
tránsito del resorte completo (igualmente que el tiempo por espira) es
independiente de las condiciones de borde y sólo depende de las prop¡eda-
des del resorte, su constante elástica k y su masa /n. El patrón de ondas
estacionar¡as y las frecuencias de un resorte horizontal sometido a una
fuerza F son idénticos a los obtenidos para un tubo abierto (o cerrado) por
ambos extremos.

La posición del centro de masa y el estiramiento del resorte sometido a su
propio peso presenta un resultado notable y está ampliamente discutido en
la bibliografía en los trabajos de E. E. Galloni and M. Kohen [7] y S. Y. Mak
[B] así como en recientes trabajos ya mencionados.

La experimentación a partir de un resorte (o de un slinky) suspendido por
su propio peso y sometido en su extremo a un fozador mecánico es acce-
sible a estudiantes de profesorado o no graduados y posee resultados
suficientemente interesantes (y anti-intuitivos) como para motivarlos en el
estúd¡o de las ondas longitudinales (mecánicas o acústicas) en especial la
vibración de un slinky en los modos n=2,3,4... muestra una dinámica com-
pleja con espiras en reposo (nodos) y espiras que vibran a contra-fase
entre nodos consecutivos (anti-nodos).
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las matemát¡cas utilizadas motivan también a los estudiantes en el estudio
de las ect¡aciones en der¡Vadas parciales propias de los fenómenos
ondulatorios.
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